
応用数学 ( 塩田 )

—– ルジャンドル多項式 —–

級数解法により、ルジャンドルの微分方程式

(1− x2) y′′ − 2xy′ +N(N + 1) y = 0

の一般解は
y = c0 f + c1 g ( c0, c1 は任意定数 ),

f = 1− N(N+1)
2!

x2 + (N−2)N(N+1)(N+3)
4!

x4 + · · ·,

g = x− (N−1)(N+2)
3!

x3 + (N−3)(N−1)(N+2)(N+4)
5!

x5 + · · ·

と書けることがわかる。ここで{
N が偶数 ⇒ f は N 次式 , g は無限級数
N が奇数 ⇒ g は N 次式 , f は無限級数

であるので、この N次式を定数倍して (xNの係数) = (2N)!
2N (N !)2

としたものを「ルジャンドル
多項式 PN(x)」と呼ぶ。

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) = −1
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etc.

これらは関数の内積 ⟨f, g⟩ =
∫ 1

−1
f(x) g(x) dx に関して直交する「直交関数系」であり、

その直交性を活かして「ガウスの積分公式」などに応用される。
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